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Descrierea solutiilor
Problema 1. Robot

Autor: stud. Eduard-Lucian Pirtac, Facultatea de Informatica, Universitatea "Al. I. Cuza" Iasi
Solutia Medium
Solutia pentru versiunea Medium a robotului consta in calcularea urmatorilor vectori:
e dr1[i] = cel mai mare j (cu i<j<n) astfel incat secventa v: .. ; contine doar valori cu frecventa 1;
® dr2[i] = cel maimare j (cui<j<n) astfel incit secventa v: .. ; contine doar valori cu frecventa <2.

Acestia se pot calcula separat folosind tehnica fwo pointers. Sa calculam spre exemplu vectorul dr1.
Vom porni cu doud variabile 1=1 si r=0 si mereu pastram intr-un map valorile din secventa v, .
(dect si frecventa acestora).

Pentru a calcula dr1[1], extindem variabila r spre dreapta cat timp toate valorile raman cu
frecventa 1. In final, am determinat valoarea lui dr1[1] care este r.

Dupa3, trecem la urmatorul pas cu 1=1+1 si repetam din nou. Observati ca putem refolosi valoarea
lui r de la pasul anterior, deoarece vectorii dr1 si dr2 sunt monotoni (adica dr1[i] < drl[i+1],
pentru orice 1<i<n-1).

Vom rula acelasi algoritm si pentru a construi vectorul dr2, singura schimbare e ca variabila r o vom
extinde spre dreapta cat timp toate valorile raman cu frecventa <2.

Complexitatea acestui algoritm este 0 (n) sau 0 (n*1log(n)) (depinde de structura de date folosita
- unordered map Sau map), deoarece variabilele 1 si r se deplaseaza numai spre dreapta, prin
urmare se fac exact 2n pasi. Complexitatea O (n*1og (n)) se poate obtine si normalizand valorile,
astfel ca se putea folosi un simplu vector de frecventa in loc de structuri de date din STL.

Pentru a raspunde acum la intrebarea 1 r, ne vom folosi de valorile dr1[1] sidr2[1].Dacar <
drl[1], stim cd secventa v. .. contine doar valori cu frecventa 1. Daca dr1[1] < r £ dr2[1],stim
ca secventa v, ... contine valori cu frecventa <2 (si cel putin o valoare cu frecventa exact 2). Daca dr2 [ 1]
< r, atunci stim ca existd valori cu frecventa 3.

Complexitatea de a raspunde la o intrebare este 0 (1) . Prin urmare, complexitatea finald a acestei
solutii este O (n+q) sau 0 (n*1log (n) +q) si obtine 80 de puncte.

1 drl[1] dr2[1]
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Solutia High — Varianta optima

Vom extinde solutia de la versiunea Medium a robotului, adica inca vom folosi tehnica two
pointers ca sa gasim raspunsurile corecte cu !1 si x. Dar, cand suntem in cazul drl[l] < r <
dr2[1], cum decidem care raspuns dintre !2 si ! 1!2 trebuie sa alegem?

Haideti sa vorbim putin despre operatorul XOR. Acest operator, notat in continuare cu @, este
un operator logic care primeste doua valori la intrare si returneaza o valoare.

In cel mai simplu caz, intririle/iesirile sunt valori booleene, adici adevirat sau fals. Returneaz
adevarat daca si numai daca intrarile difera, adica una este falsa si cealalta este adevarata. Prin
urmare, returneaza fals daca si numai daca intrarile sunt identice.

Operatorul XOR poate fi aplicat si pentru numere, nu doar pentru valori booleene. Astfel, atunci
cand il aplicam intre doua numere, operatia se efectueaza pe fiecare bit corespunzator: bitul
rezultat va fi 1 doar daca bitii de la aceeasi pozitie in cele doua numere sunt diferiti, altfel va fi 0.

Din acest lucru rezulta doua proprietati interesante ale XOR-ului:
e x@x = 0, pentru orice XEZ;
o x@0 = x, pentru orice X&EZ.

Retineti cd suntem in cazul drl[l] < r < dr2[l], deci valorile au frecventa <2.
Fies = vi@®vi.:@D...0v.. Sa analizam urmatoarea afirmatie:

> Toate valorile au frecventa 2 = 5=0.

Aceasta afirmatie este corecta si se poate demonstra cu usurinta folosind proprietatile de mai sus.
Totusi, afirmatia inversa nu este corecta — daca stim ca s=0, nu putem deduce ca toate valorile au
frecventa 2. Un exemplu e secventa 1, 2, 3; aceasta are 5=0, si totusi valorile nu au frecventa 2.

Putem face in asa fel incat si afirmatia inversa sa fie corecta, cu probabilitate extrem de mare.
Sa luam fiecare valoare din sirul initial o singura data si sa-i asociem un numar intreg, generat
aleator uniform, din intervalul [0, 2x), unde x>0. Sa inlocuim acum fiecare valoare din sirul
initial cu cea asociata. Sa analizam urmatoarea afirmatie pe sirul nou, cu echivalenta in loc de
implicatie:

> Toate valorile au frecventa 2 & s=0.

Implicatia initiala rdimane in continuare adevarata. Probabilitatea ca implicatia inversa sa fie
adevirata creste odata cu variabila x. Pentru n,g<200000, alegerea x=32 are sanse aproape 0 sia dea
un raspuns eronat.

%

Prin urmare, solutia este sd calculam sumele XOR partiale ale noului sir de numere, si sa
raspundem la intrebari in complexitate o (1) . Complexitatea finald a acestei solutii este 0 (n+q)
sau O (n*log (n)+q) siobtine 100 de puncte.

Solutia High — Varianta eficientda

Problema se poate rezolva si folosind algoritmul lui Mo. Intrebirile sunt sortate in asa fel incat si
se poata face trecerea de la o intrebare la alta intr-un timp cat mai bun. Nu mai putem pastra intr-
un unordered_map/map valorile si frecventele lor, ca la celelalte solutii, deoarece complexitatea
este deja destul de mare si solutia nu va primi punctaj maxim. Suntem nevoiti sd normalizam
valorile din sir, astfel incat sa folosim un simplu vector de frecventa. Complexitatea finala a acestei
solutii este O((n+q)*sqrt(n)) si obtine 100 de puncte.



https://cp-algorithms.com/data_structures/sqrt_decomposition.html#mos-algorithm
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Problema 2. Patru

Autori:

stud. Stefan Palcu, Facultatea de Informatica, Universitatea “Al. 1. Cuza” Iasi
stud. Robert Popa, Facultatea de Informatica, Universitatea “Al. I. Cuza” Iasi
stud. George Tanasuca, Facultatea de Informatica, Universitatea “Al. I. Cuza” Iasi

1. Solutia pentru cazul cind numerele din sir sunt pana la 10° si n<104

Trebuie sa determinam de cate ori gasim patru indici i<j<k<p astfel incat a[i]*a[j]*a[k]=a[p].
Pentru aceasta parcurgem cu p elementele sirului incepand de la pozitia 4 si pana la n. La fiecare
pas p, elementele a[1], a[2], ..., a[p-1] le avem deja memorate in vectorul de frecvente fr (deci fr[i]
retine numarul de aparitii ale valorii i, i=1..106). Aflam divizorii lui a[p] si 1i memoram in vectorul
d de lungime k (pentru numerele de la 1 la 10® numarul maxim de divizori este 240 — il are
720720). Ordondm crescator sirul de divizori si acum alegem orice pereche (d[i], d[j]) cu
proprietatea ca i < j. Verificam daca a[p] este divizibil cu produsul d[i]* d[j] si in acest caz putem
determina care este al treilea numir din produs, anume x= a[p]/(d[i] * d[j]). In acest moment
avem trei numere (d[i], d[j], x) care au produsul egal cu a[p]. Pentru nu a obtine aceleasi solutii
de mai multe ori, trebuie sa avem d[i] <d[j] <x. Apar cazurile:

1. d[i] = d[j] = x si in acest caz la numarul total de solutii adaugam fr[x]*(fr[x]-1)*(fr[x]-2)/6
d[i] = d[j] si in acest caz la numarul total de solutii adaugam fr{d[i]]*(fr[d[i]]-1)/2 *fr[x]
d[i]=x, caz asemanator cu al doilea, adaugand la solutie fr[x]*(fr[x]-1)/2 *fr[d[j]]

d[j]=x, caz asemanator cu al doilea, adaugand la solutie fr[x]*(fr[x]-1)/2 *fr[d[i]]

d[i] # d[j], d[i] # x si d[j] # x, caz in care adaugam la solutie fr[d[i]]* fr[d[j]]* fr[x]
Complexitatea solutiei este O(n sqrt(MAX)), unde MAX<106°.

L

2. Solutia pentru cazul cand numerele din sir sunt pana la 231-1 si n<2000

Expresia v[i] * v[j] * v[k] = v[p] o rescriem echivalent: v[i] * v[j] = v[p] / V[Kk].

Construim toate perechile (v[il, v[j]) cui < j si la fel retinem perechile (v[p],v[k]), adicd vom retine
toate produsele v[i]*v[j] si rapoartele v[p]/v[k] cu proprietatea ca v[p] este divizibil cu v[k].
Trebuie deci sa identificam, avand grija la relatia i < j < k < p, de céate ori v[i]*v[j] este egal cu
v[pl/vlk]. Complexitatea obtinuta este fie O(n2), fie O(n2 * log n). Sa explicAm cum se obtin aceste
complexitati.

A. Solutia de complexitate O(n2)

Iteram k de la 3 la n-1. La fiecare pas k, adaugam intr-un unordered_map M toate
produsele a[i] * a[k-1], cu i=1..k-2 si cu proprietatea ca a[i] * a[k-1] este un produs in int. Acum
parcurgem toate numerele a[p], cu p=k+1..n si cu a[p] divizibil cu a[k] si practic adaugam la
solutie M[a[i] * a[k-1]].
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B. Solutia de complexitate O(n2 * log n)

Aceasti solutie este utila atunci cand structurile de date unordered_map sau map nu sunt
cunoscute. Solutia de la punctul A functioneaza la fel, numai ca in loc de unordered_map retinem
produsele a[i] * a[k-1] intr-un vector pe care-l mentinem sortat. Acum, pentru orice pereche (a[p],
a[k]) unde a[p] este divizibil prin a[k], ciutam prin vectorul sortat de cate ori apare valoarea
x=a[p]/a[k]. Efectuam doua cautari binare pentru a determina pi1=cea mai din stanga pozitie
unde se gaseste valoarea x si p2= cea mai din dreapta pozitie unde se gaseste valoarea x. Adaugam
(p2-p1+1) la numarul total de solutii.

3. Solutie alternativa de aproximativ 90 de puncte pentru cazul cind numerele din
sir sunt pana la 231-1 si n<2000

Efectuam o asa-zisa normalizare a valorilor din sir. Tinem cont de faptul ca un numar natural
nenul de tip int poate avea maximum 9 factori primi in descompunerea sa. Acest lucru inseamna
ca numarul total posibil de factori primi distincti din cele n numere este de cel mult 20.000. Stim
ca exista peste 78.000 de numere prime mai mici sau egale cu 10°, deci vom asocia celor cel mult
L<20.000 de numere prime valori din lista celor mai mici L numere prime. Sa ddm un exemplu.

Sa presupunem ca sirul de numere este a=(115, 17, 81, 55). Atunci numerele prime distincte care
apar ca factori in aceste numere sunt 3,5,11,17,23. Acestora li se vor asocia numerele prime cele
mai mici: 2,3,5,7,11, deci sirul initial a=(115, 17, 81, 55) se transforma in a=(3*11, 7, 2*2%2%2, 2*3)
= (33,7, 16, 6).

Suntem astfel in situatia de a obtine un sir de lungime n<2000 si in care valorile sunt acum cel
mult 106, deci putem aplica solutia de la 1.

Solutia nu obtine 100 de puncte, deoarece sunt cazuri in care aceastd normalizare nu
functioneaza. De exemplu, daca in sir exista valoarea 223.092.870 =2*3*5*7*11¥13*17* 19
* 23. Valoarea normalizata este aceeasi, din acest motiv solutia cu vector de frecventa nu
functioneaza.



