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Descrierea solutiilor
Problema 1. Foc
Autor: prof. Marinel Serban, Colegiul National "Emil Racovita" Iasi
Solutia 1

Vom numi zona o multime de parcele cultivate cu proprietatea ci oricare ar fi doua parcele x sau
y din zona fie x si y sunt vecine, fie exista o succesiune de parcele z, z,, ..., z, astfel incat x este
vecin cu z1, z; este vecina cu z;.; (1<i<k) si z, este vecina cu y.

Printr-un algoritm de fill, identificam toate zonele de pe harta, si retinem pentru fiecare zona
dimensiunea acesteia.

Plasam un dreptunghi imaginar de dimensiuni x*Y in coltul (1,1) al matricii care reprezinta
terenul.

Vom utiliza un vector de frecventa nr pentru a contoriza numarul de parcele din fiecare zona
"acoperita" de dreptunghi (nr [i ] =numarul de parcele din zona i acoperite de dreptunghi).

Intr-o variabild denumita cat insumam dimensiunile zonelor distincte acoperite de dreptunghi.

Vom deplasa acest dreptunghi "serpuit” (pe liniile cu numar de ordine impar dreptunghiul este
deplasat de la stanga la dreapta, pe liniile cu numar de ordine par dreptunghiul este deplasat de
la dreapta la stanga). Pentru fiecare pozitie a dreptunghiului in variabila cat se afla suma
dimensiunilor parcelelor distincte acoperite (total sau partial) de dreptunghi si de fiecare data,
comparam, evident variabila cat cu maximul.

Cand dreptunghiul ajunge la capatul unei linii (adica pe coloana m-y+1 pentru liniile impare sau
pe coloana 1 pentru liniile pare), dreptunghiul este deplasat cu o linie mai jos.

Cand deplasam un dreptunghi nu trebuie sa recalculam vectorul de frecventa nr, trebuie doar sa-
l actualizam.

De exemplu, daca dreptunghiul are coltul din stanga-sus in pozitia (1in, col) si il mutam:

* cu o coloana spre dreapta: dispare latura din stanga a dreptunghiului (de pe coloana col
elementele situate pe liniile 1in, ..., 1in+X-1) si apare o noua latura la dreapta (pe coloana
col+Y, elementele situate pe aceleasi linii);

* cuocoloana spre stanga: dispare latura din dreapta a dreptunghiului (de pe coloana co1+Y-
1 elementele situate pe liniile 1in, ..., 1in+X-1) si apare o noua latura la stinga (pe coloana
col-1, elementele situate pe aceleasi linii)

* cu o linie in jos: dispare latura de sus (elementele situate pe linia 11in si coloanele col, ...,
col+Y-1) si apare o noua latura jos (elementele de pe linia 11n+X, aceleasi coloane).

Complexitatea algoritmului este O(n* (m*X+Y) ).

In functie de implementare, aceasti solutie poate obtine maximum 93 de puncte.
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Solutia 2 — 100 de puncte

Sa analizam abordarea standard a rezolvarii si sa observam cd putem sa identificam un
dreptunghi prin pozitia coltului sau din dreapta-jos.
Exemplu: n=10,m=10, X=2, Y=3

1. Primul dreptunghi: Albastru, pozitia de definitie (2,3)

2. Al doilea dreptunghi : Rosu, pozitia de definitie (5,5)
3. Altreilea dreptunghi : Verde, pozitia de definitie (10,10)

In general, primul dreptunghi are pozitia de definitie (X,Y), ultimul dreptunghi are pozitia de
definitie (N,M), iar un dreptunghi oarecare are pozitia de definitie (i,7) cu X<i<Nsi Y<j<M.

Fie o pozitie (1in,col) a unei zone Z care contine A pozitii cultivate. Daca un dreptunghi cu
pozitia de definitie (i,7j) contine pozitia (1in,col) atunci spunem ca dreptunghiul se gaseste in
zona de afectare a pozitiei (1in,col). In acest caz, i-1in<x-1, 1in<i<lin+X-1 si i<n; j-
col<=Y-1, col<j<col+Y-1 si j<n. Multimea de afectare a unei pozitii (1in,col) este
dreptunghiul delimitat:

e susdelinia U=1in,

e josdelinia D=min (n, 1lin+X-1),

e stanga de coloana L=col,

e dreapta de coloana R=min (m, col+Y-1).

In imaginea urmitoare, pentru n=10, m=10, X=2, Y=3, am exemplificat 6 multimi de afectare.

Toate acestea sunt dreptunghiulare si au pozitia (1in,col) care determina multimea de afectare
evidentiata cu culoare galbena. De exemplu, multimea 1 are (1in,col) =(2,2), multimea 3 are
(1in,co1)=(4,10), iar multimea 6 are (1in,co1)=(10,9). Pentru multimea 3: U=4, L=10, D=5,
R=10. Pentru multimea 4: U=6, L=5, D=8, R=7. Pentru multimea 5: U=10, L=4, D=10, R=6.
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Daca vom considera toate pozitiile (1in,col) pentru o zona Z, vom putea defini multimea de
afectare a zonei Z drept reuniunea multimilor de afectare pentru toate pozitiile (1in,col).

Pentru toate dreptunghiurile care au pozitia de definitie in multimea de afectare a unei zone Z
avem macar o pozitie a zonei in interiorul zonei Z deci va trebui sa adaugam la suprafata incediata
a dreptunghiului aria A a zonei Z. Consemnam acest lucru adunand la pozitia de definitie a
dreptunghiului valoarea A. Cand parcurgem toate zonele si facem toate adunarile, vom gasi la
pozitia de definitie a fiecarui dreptunghi exact suprafata incendiata cand se alege acel dreptunghi.

Problema este ca multimea de afectare a unei zone Z este o reuniune de dreptunghiuri si noi vom
dori s aduniam valoarea A in fiecare pozitie a multimii de afectare exact o singur# dati. In mod
normal, valoarea A ar putea fi adunata pe fiecare dreptunghi folosind adunarea lui A intr-o
matrice Mars 2D. Din pacate aceasta metoda nu ar da solutia corecta pentru ca multimea de
afectare a unei zone este o reuniune de dreptunghiuri, nu neaparat disjuncte si atunci valoarea A
ar putea sa fie adunata de mai multe ori la acelasi element al multimii de afectare.

Ce ne dorim acum este sd transformam multimea de afectare intr-o reuniune de dreptunghiuri
disjuncte. Pentru asta va trebui ca in momentul in care dispunem de doua dreptunghiuri sa le
transformam in alte dreptunghiuri care sa fie disjuncte. Am transformat astfel problema in alta
problema: Fie o multime de dreptunghiuri intr-o matrice. Sa se transforme multimea intr-o
multime de dreptunghiuri disjuncte.

In cazul nostru problema mai are si o particularitate care este utild in rezolvare: Fie dou#
dreptunghiuri delimitate sus-stanga-jos-dreapta de (U1,L1,D1,R1) si respectiv (U2,L.2,R2,D2).
Daca U1<U2 avem D1<D2 iar dacd Li<L2 avem R1<R2.

Vom parcurge dreptunghiurile ordonate dupa U si apoi dupa L.

Astfel, pentru oricare dreptunghi suntem asigurati ca dreptunghiul curent are linia superioara U
maxima deci si linia inferioara D maxima prin comparatie cu cele anterioare.

Vom mentine dreptunghiurile procesate intr-o structura de date astfel incat sa fie mentinuta
urmatoarea proprietate:

(P): In dreptul fiecirei coloane avem cel mult un dreptunghi in structurd (dreptunghiurile din
structurad sa fie pozitionate pe benzi verticale disjuncte)

Pentru fiecare addugare a unui dreptunghi nou vom realiza urmatoarea procesare. Fie banda
verticald determinatd de dreptunghiul curent (banda noud).

1. Dacd un dreptunghi vechi este situat pe o banda disjuncta de banda noua atunci la adaugarea
dreptunghiului se pastreaza proprietatea (P).

2. Dacd un dreptunghi vechi este situat strict deasupra dreptunghiului nou (are linia de jos strict
deasupra liniei de sus a dreptunghiului nou), atunci scoatem complet dreptunghiul vechi din
structurad si 1l addugdm la reuniunea de dreptunghiuri disjuncte, deoarece acel dreptunghi nu
se mai poate intersecta cu alte dreptunghiuri in viitor.

Observam ca eliminarea unui element din structura pastreaza proprietatea (P)

3. Daca un dreptunghi vechi are banda inclusd in banda noua atunci vom decupa din

dreptunghiul vechi zona in care se intersecteaza cu dreptunghiul nou.

Se adauga la solutie portiunea ramasa si se elimina dreptunghiul vechi din structura.

In exemplul din figura de mai jos: Dreptunghiul nou-rosu, dreptunghiul vechi-galben cu zona
comuna portocaliu. Se elimina din dreptunghiul vechi zona portocalie, se adauga la reuniunea
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finala zona galbena situata strict deasupra dreptunghiului nou. Se elimina din
structura dreptunghiul vechi.

4. Daca banda veche intersecteaza partial banda noud, pe stanga avem situatia prezentata in
imaginea de mai jos:
Cele doua dreptunghiuri se intersecteaza pe zona portocalie care va fi preluata de dreptunghiul
nou.
Din ce mai ramane din dreptunghiul vechi distingem doua zone:
Cea verde se obtine din dreptunghiul vechi prin mutarea coloanei din dreapta.
Cea albastra care se adauga la reuniunea de dreptunghiuri.
In acest caz, din dreptunghiul vechi rimane doar zona verde. Dreptunghiul vechi rimane in
structura dar isi micsoreaza latimea. Astfel proprietatea (P) se va pastra.

5. Dacd banda veche intersecteaza partial banda noud, pe dreapta, avem situatia prezentata in
imaginea de mai jos si explicatiile sunt exact aceleasi ca la cazul anterior cu urmatoarea
modificare:

Zona verde se obtine din dreptunghiul vechi prin mutarea coloanei din dreapta.
Si in acest caz, dreptunghiul vechi ramane in structura dar isi micsoreaza latimea.

Dupa ce s-au procesat toate dreptunghiurile (multimile de afectare), toate dreptughiurile ramase
in structura se adauga la reuniunea de dreptunghiuri disjuncte si se scot din structura.

In realitate nu se creeazi reuniunea de dreptunghiuri disjuncte. Nu este necesar. Atunci cand din
structura se scoate un dreptunghi delimitat de U,L,D,R se aplicd pe matricea Mars 2D valoarea
ariei A a zonei Z pe dreptunghiul U,L,D,R.

Mai ramane de explicat cum detectam zonele si cum implementam structura de date care mentine
dreptunghiurile disjuncte.
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Pentru detectarea zonelor aplicam algoritmul FILL. Cand algoritmul intra intr-o pozitie
(1in,col) azonei se incrementeaza aria A a zonei si se adauga in sirul dreptunghiurilor multimea
de afectare pe 4 vectori U[],L.[],D[],R[] reprezentand delimitarile dreptunghiului adaugat.

La finalul FILL-ului se sorteaza sirul dreptunghiurilor crescator dupa U[] siapoidupaL[].
Din acel moment fiecare dreptunghi se va identifica prin pozitia sa i in sirul sortat, 1<i<Aa.
Structura de date este construita astfel:

- un vector de marcaj de dimensiune m pe care atunci cand adaugam un dreptunghi identificat
prin pozitia sa i vom adauga pe pozitiile .[1] siR[i] a vectorului valoarea i.

- un bitset de dimeniune tot m in care vom marca 1 o pozitie de cate ori adaugam o valoare in
vectorul de marcaj.

Cand eliminam un dreptunghi din structura, stergem din structura capetele L[i] si R[1],
aplicand valoarea 0 la aceste pozitii, atat in vectorul de marcaj cat si in bitset.

Aceasta structura ad-hoc ne permite sa procesam rapid fiecare dreptunghi nou astfel:

Daca dreptunghiul i are banda corespunzatoare st=IL[i] si dreapta dr=R[i] pe noi ne
intereseaza sa descoperim care sunt dreptunghiurile active (adica cele care exista acum in
structura) care au macar un capat intre st si dr. Acestea se identifica prin toate valorile existente
in vectorul de marcaj intre pozitiile st si dr. Aceste pozitii sunt marcate in bitset si pot fi
identificate foarte usor in bitset folosind metodele Find first () si/sau Find next () ale
clasei bitset. Odata identificati toti bitii dintre st si dr se elimind din structura toate
dreptunghiurile cu exceptia eventual a doua dreptunghiuri (unul — cel mai din stanga daca se
incadreaza in situatia 4 si altul — cel mai la dreapta daca se incadreaza pe situatia 5). Pentru aceste
cazuri speciale se vor reintroduce dreptunghiurile in structura.

Analiza complexitatii:

Algoritmul FILL va avea complexitatea O(N2) dar la aceasta se mai adauga un factor log(N2)
pentru sortarea dreptunghiurilor de afectare.

Pe partea de procesare avem tot O(N2) deoarece operatiile care trebuie numarate la procesarea
unui dreptunghi sunt: intrarea dreptunghiului in structura, iesirea dreptunghiului din structura,
decuparea eventuald a incd douda dreptunghiuri anterioare. De remarcat ca atunci cand
dreptunghiul nou elimina complet unul vechi operatia se numara ca iesire pentru dreptunghiul
vechi, deci nu si la dreptunghiul nou si ca un dreptunghi chiar daca ar putea fi decupat chiar si de
Y ori, acele operatii se numara la dreptunghiul nou (cel care decupeaza) si nu la cel vechi (cel
decupat).

Si in acest pas se poate invoca un factor suplimentar, acela in care se detecteaza fiecare bit al
intervalului [st,dr] dar datorita dimensiunii mici a bitset-ului cele doua metode ale clasei bitset
au o complexitate apropiatd de numarul de biti 1 situati in zona respectiva deci pot fi estimate la
numarul de operatii deja efectuate.

In cele din urma complexitatea poate fi estimati la O(N*N*log(N*N)).
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Problema 2. Teren

Autor: stud. Cociorva Ana-Miruna, Facultatea de Informatica, Universitatea ,,Al. I. Cuza” Iasi
Solutia cu backtracking — K=0 (12 puncte)
Se genereaza cu un algoritm de tip backtracking cu toate modalitatile de partitionare a terenului.
Solutia cu numere Catalan K = o (36 puncte)
Observatii

1) Oricum am construi un gard (o diagonala) in interiorul unui poligon convex, cele doua portiuni
rezultate sunt de asemenea poligoane convexe.

2) Orice partitionare in triunghiuri a unui poligon convex va avea 2 zone triunghiulare cu 2 laturi
ale poligonului convex initial si 1 latura o diagonala, iar restul de n-4 zone triunghiulare vor avea
1 latura a poligonului convex initial si 2 laturi diagonale.
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Numarul de posibilitati de a partitiona in triunghiuri un poligon convex cu n varfuri utilizand n-
3 diagonale care nu se intersecteaza in interiorul poligonului este catalan (n-2).

In articolul http://campion.edu.ro/arhiva/www/arhiva 2009 /papers/paper20.pdf

puteti gasi diferite formule pentru numerele lui Catalan.

O modalitate de calcul eficienta se bazeaza pe formula

n

—0C
n+1 "

Catalan(n) =

Este necesara o precalculare a inverselor modulare ale factorialelor.

Solutia cu programare dinamicd - 100 puncte


http://campion.edu.ro/arhiva/www/arhiva_2009/papers/paper20.pdf
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Vom formula o subproblema a problemei date astfel: sa se determine numarul de posibilitati de a
partitiona in triunghiuri un poligon convex cu varfurile Pi, ..., Pj cu exact x triunghiuri sfinte (cu
aria numar intreg).

Vom memora solutia subproblemei in dp[x][i][j].
Initializare

pentru fiecare punct i (1 <i < n)dpl0][i][i +1] = 1;
Relatia de recurenta

j-1
dp[x][i][;] = z dp[0]][i][mij] * dp[0][mij][j],x = 0O
mij=i+1
j-1 .
dplx][i][j] = Z z dplx — t — r][i][mij] = dp[t][mij]l[j],x = 1
mijmit1 0

Functia isSfint(i, mij, j) returneaza
1 daca X; = (Ymij - Y]) + Xomij * (Y] - Yl-) + X; * (Y; — Y;;) este un numar par
0 altfel

r = valoarea returnata de functia isSfint(i, mij, j), 0 sau 1

Complexitatea este O(n5) — se comporta foarte bine in pratica.



