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Descrierea solutiilor
Problema 1. mnp

Autor: prof. Adrian Panaete, Colegiul National “A.T.Laurian” Botosani
Solutia cu backtracking - 20-25 de puncte

Se genereaza cu un algoritm de tip backtracking toate sirurile corecte.

Solutia cu programare dinamica - 40-50 de puncte
Se construieste tabloul multi-dimensional dp, in care

dp[il[3]1[k][last] = numadrul de siruri de lungime i+7j+% format din i litere A, 5 litere B si k litere
C, ultima litera fiind 1ast. Last va fi O pentru 'A’, 1, pentru 'B', respectiv 2 pentru 'C'.

Initializare:.
dp[1]1[0]1[0][0] = dp[0][1]1[0][1] = dp[O][O]([1][2] =1

Relatii de recurenta:

dpl[i] [J][k][0] = dp[i][3-1][k][1] + dpli][j][lk-1][2]
celelalte doud recurente sunt asemanatoare.

Solutia se gaseste in sum(dp [m] [n] [p] [ch], ch=0, 1,2)
Complexitate O(n®)

Solutia O(n) - 100 de puncte

Se observa ca daca am avea doar doua litere, de exemplu doar literele A si B (p=0), aceste litere trebuie sa

alterneze adicd am avea doar solutii de forma :
ABAB...ABAB cu m=n

BABA...BABA cu m=n

ABAB...BABA cu m=n+l

BABA...ABAB cu n=m+l

Mai precis

- dacd m=n existd doua solutii

- dacd m=n+1 existd o solutie

- dacd n=m+1 existd o solutie

- dacd |m-n|>1 nu exista solutii

Pentru cazul cand avem toate cele 3 litere procedam astfel: impartim solutiile in 4 tipuri
1: cele care incep si se termind cu C

2: cele care incep cu C si se termind cu A sau B

3: cele care incep cu A sau B si se termind cu C

4: cele care Incep cu A sau B si se termind cu A sau B

Dar se observa c:
- dacd la o solutie tip 2 adaugam un C la sfarsit, obtinem o solutie de tipul 1 pentru numerele m, n, p+1
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- daca la o solutie tip 3 addugam un C la Inceput, obtinem o solutie de tipul 1 pentru numerele m, n, p+1
- dacd la o solutie de tipul 4 addugam cu C la inceput si un C la sfarsit obtinem o solutie de tipul 1 pentru
numerele m, n, p+2.

Fie solC(m, n, p) =numarul solutiilor care incep si se termina cu C.
Pe baza observatiilor de mai sus deducem ca solutia finala este:
solC(m,n,p)+2*solC(m,n,p+l)+solC(m,n,p+2)

Am redus problema la problema determindrii numarului de solutii de tip 1. Fie pentru aceastd problema, p
= numarul de valori C. Se formeaza p-1 intervale, intre fiecare doi de C consecutivi, acestea trebuie sa
contind cel putin o literd A sau B. Pe fiecare astfel de interval trebuie ca numarul de A sa difere de numarul
de B cu cel mult o unitate.

- Fie X numarul de intervale in care numarul de A este egal cu numarul de B
- Fie Y numarul de intervale in care exista un A in plus
- Fie Z numarul de intervale in care exista un B in plus

Pentru X, Y, Z fixate avem urmatoarele observatii:
- X+Y+Z=p-1
-d=Y-Z=m-n

Se observa astfel ca putem exprima doua dintre valorile X, Y, Z in functie de a treia.

Vom considera, fara a reduce din generalitate cda m > n (daca m <n, atunci schimbam intre ele mcun si A
cuB). AvemY=Z+dsiX=p-1-Y-Z=p-1-d-2Z

Pentru fiecare alegere a lui Z > 0 procedam astfel:
CalculamY=Z+dsiX=p-1-d-2Z

Deoarece vrem sa obtinem X >0 avem 2Z<p-d-1l=p+n-m-1

Facem observatia ca daca p - d - 1 <0 atunci nu avem cum sa obtinem solutii.
Altfel: alegem o distribuire posibila a celor X, Y, Z intervale de cele trei tipuri
Avem permutari cu repetitie deci:

e solutia se Tnmulteste cu

(X+Y+2)!
Xlylzl

Pentru cele X intervale stabilim daca incepem cu AB sau cu BA si punem 1in fiecare interval primele doua
litere

e solutia se iTnmulteste cu 2% => am folosit cate un A si cate un B.
Ne raman m-X de A si n-X de B.
Pentru cele Y intervale punem prima litera care este A.
Ne raman m-X-Y de A.
Pentru cele Z intervale punem prima litera care este B.
Ne raman n-X-Z de B
De remarcat ca ne-au ramas m-X-Y de A, n-X-Z de B si R = m-X-Y = n-X-Z deoarece m-n=Y-Z
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Au mai ramas R valori de A si R valori de B. Acestea pot fi adaugate pe oricare dintre cele p-1 intervale
astfel:

- dacd ultima litera a intervalului este A, adaugdam BA

- daca ultima litera a intervalului este B, adaugam AB

Astfel pe fiecare interval i dintre cele p-1 vom avea posibilitatea sa facem a[i] adaugari. Dar numarul total
de adaugari este R.

a[1]+a[2] +... ta[p-1] =R
Numarul de solutii pentru X, Y, Z fixate trebuie inmultit cu scrieri ale lui R ca suma de p-1 numere naturale.

Observatie: numarul de partitii a unui numar N=R ca suma de M=p-1 termeni este combindri de N+M-1
luate cate cate N.

e solutia trebuie inmultitd cu combinari(N+M-1, N) unde M=p-1 si N=R=m-X-Y
e pentru fiecare X, Y, Z fixate si determinate in functie de Z, la solutie trebuie adunat

X+Y+2) X. N
Xy 7! MH+N=1
unde M=p-1 si N=R=m-X-Y=n-X-Z
Complexitatea finala obtinutd este O(Z) =O((p +n-m - 1)/ 2).
Optimizarea complexitatii

Deoarece putem interschimba intre ele valorile m, n, p, se poate deduce ca pentru a avea solutie pentru un
triplet (m, n, p) trebuie verificate simultan conditiile

p+tn2m+1
m+pz=2n+1l
n+p2m+1l

Se pot reordona valorile m, n, p astfel incadt 2Z=n+p-m-1 sa fie minim posibil. Mai precis, daca alegem
m>n, p se obtine complexitatea cea mai buna. Aceasta optimizare nu este necesara!
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Problema Ostasi

Autor: stud. Rotaru Razvan-Alexandru, Facultatea de Informatica, Universitatea "Al. I. Cuza" Iasi

In cadrul acestui editorial vom utiliza notarea mex, care reprezinta cel mai mic numar care nu apare intr-
o multime.

Pentru a simplifica enuntul problemei, vom inlocui povestea soldatilor cu o reprezentare ce implica
addugarea numerelor in cele n multimi (fiecare multime reprezentand o trupa).

Subtask-ul 1 (n<1000, g<1000, 10 puncte)

Pentru a rezolva acest subtask este suficient sa simulam operatiile pe rand. Avand in vedere ci @ < 1000,
numarul maxim de elemente adaugate in acelasi grup este < 1000 deoarece orice comanda de tip 2 adauga
maxim un element intr-o multime. Utilizand aceasta informatie, mex-ul maxim al oricarei multimi este <
1001, astfel numarul maxim de elemente care trebuie retinute pentru fiecare multime este < 1000 si are
sens sa pastram numai numerele £ 1000 din acea multime. Din asta rezulta ca numarul maxim de numere
care trebuie sa fie retinute pentru toate multimile, in total, este <1000*1000, cu proprietatea ca ele sunt
mai mici decat 1000. Pentru asta vom putea utiliza un vector caracteristic pentru fiecare multime, pentru a
avea evidenta tuturor numerelor relevante din toate multimile.

e Pentru a gestiona o interogare de tipul 1 este suficient sa parcurgem vectorul caracteristic al multimii
interogate de la 1 la 1000 si sa afisam indexul primei pozitii egale cu 0 sau 1001 in cazul in care toate
numerele apar cel putin o data in multimea respectiva (O (n) ).

e Pentru a gestiona o interogare de tipul 2 parcurgem multimile care sunt modificate si adaugam
elementul corespunzator in multime (O (n)).

Complexitatea finala este O (n*q).

Subtask-ul 2 (1000<n<200000, 1000<g<200000, Toate comenzile de tip 2 sunt plasate inaintea
comenzilor de tip 1 si va1=1 pentru toate comenzile de tip 2, 10 puncte)

Avand in vedere ca toate comenzile de tip 2 sunt inaintea celor de tip 1, ordinea executiei lor nu
influenteaza rezultatul final. Deoarece val este egal cu 1, pentru a adauga numarul nr in multimea cu
indicele s este suficientd comanda "2 st dr 1",undest = S - nr + 1sidr 2 S.

Pentru fiecare multime i (1 < i £ n) se defineste un vector auxiliar V; astfel incat v; [§] reprezinta numarul
de intervale care incep la j si il contin pe i. Diferenta dintre V; si Vi;1 este rezultata din intervalele care incep
la i+1 (se adaugd) si celor care se termina la i (se scad). Parcurgdnd multimile de la 1 la n se obtine
configuratia fiecarui vi.

Valoarea mex a multimii i este ultima pozitie j (J £ 1) pentrucare Vi [j] = 0. Pentru a trece eficient de la
V; la V.1 se foloseste o metoda inspirata de algoritmul smenul lui Mars: se stocheaza pentru fiecare capat
pozitia de start a intervalului si variabila val a comenzii.

Se utilizeaza doua structuri auxiliare: cnt [i] retine numarul de puncte de start la pozitia i,iar right [1i]
stocheaza punctele de final de la pozitia i. Astfel, la trecerea de la v la vi.; se adaugd cnt [i+1] la Vi
pe pozitia i+1 iar pentru fiecare punct din right [i] se scade 1 din V; la pozitia capatului de inceput.

Observatie: Pentru orice 5 (1 < j < i),avem 0 < V;,,[j] < V;[j].DacaVv;[j] este 0, atunci va riméne 0
siin Vi.i, Vi, etc., ceea ce face ca valorile mex si fie monoton crescitoare (poz[i] < poz[i+1]). Se
actualizeazd poz [i+1] camax (poz[i+1], 7) atuncicand o pozitie j trece de la nenuld in v; la 0 in V..
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Notdm cu poz [i] pozitia ultimului O care se afla pe o pozitie mai mica decat i pentru toate intervalele care 1l
contin pe 1.

Complexitatea finala este O (g*1og (n) ).

Subtask-ul 3 (1000<n<200000, 1000<gq<200000, Toate comenzile de tip 2 sunt plasate inaintea
comenzilor de tip 1, firi alte restrictii, 20 puncte)

Observatia esentiald pentru acest subtask este cid un interval poate adduga acelasi element in aceeasi
multime dacd si numai dacd valoarea st-val este egald intre doud comenzi de tip 2. Din cauza
inconsistentei valorilor pe care le poate lua val, metoda anterioara nu mai functioneaza, intrucat valorile
vectorului poz nu mai sunt monoton crescatoare (adicid nu este intotdeauna adevérat ci poz[i] <
poz[i+1]). Din aceastd cauzi, vom retine in doi vectori auxiliari: left[i] pentru punctele de start de la
pozitia i si right[i] pentru punctele de final de la pozitia i.

Astfel, la trecerea de la v; la v ;.1 se procedeaza astfel: pentru fiecare punct din left[i+1] se adauga 1 la
V(i+1) pe pozitia "capdtul de inceput - val + 1" (pentru acelinterval),iar pentru fiecare punct din
right[i] se scade 1 din V; pe pozitia "capdtul de inceput - val + 1" (pentru acel interval).

Pentru a face tranzitia de la V; la vV (;+1), se va utiliza un arbore indexat binar sau un arbore de intervale, pe
care se va efectua o cautare binara pentru a gasi cel mai lung sir de valori nenule din V; cu capatul drept in
i. Update-ul se va realiza doar atunci cand frecventa unui anumit update trece de la 1 la 0 saude la 0 la 1. Vom
cauta astfel care este cel mai lung interval care se termina cu i si are suma elementelor egala cu lungimea
intervalului.

Complexitatea finald este O (g*1og (n) ) folosind o metoda eficienta de cdutare binard pe arborele indexat
binar (https://codeforces.com/blog/entry/61364) sau O (gq* log (n) *1og (n) ) pentru metoda mai lenta.

Subtask-ul 4 (1000<n3200000, 1000<g@=200000, Pentru toate comenzile de tip 2, va1=1, fara alte
restrictii, 20 puncte)

Putem sd construim un arbore de intervale de minime in care comenzile de tip 2 reprezintd update-urile,
iar comenzile de tip 1 sunt query-urile. Pentru fiecare comanda de forma "2 st dr val" se va actualiza
valoarea nodului de pe pozitia st cu maximul dintre vechea valoare a nodului si dr. Pentru a gasi mex-ul unei
anumite multimi cu indexul S, vom cauta binar cea mai lunga secventa care are capatul drept egal cu S si
pentru care minimul din interval este cel putin S.

Complexitatea finala este O (g*1og (n) *1og (n) ).

Subtask-ul 5 (1000<n<200000, 1000<g<200000 Se garanteazi ci nu existi douii comenzi de tipul
2 care sa adauge un soldat cu acelasi nivel de experienta in aceeasi trupa)

Folosim observatiile de la subtask-ul 3 pentru a determina valorile mex-urilor fiecarei multimi S, unde 1
< S = n (folosind cautare binara pe un arbore indexat binar). Parcurgem sirul de interogari in ordine
inversa, astfel incat comanda de tipul 2 st dr wval isi schimbi sensul: ea scoate elementul val + (i —
st) din fiecare trupa i (st £ i £ dr). Stiind ci nu existd o comanda de tip 2 care sd adauge un numar ce

apare deja in multimea respectiva, suntem convinsi cd atunci cand scoatem un anumit soldat dintr-un
anumit grup, parcurgand de la ultima interogare la prima, acel numar nu va fi scos niciodata in viitor.

Practic, acel numar reprezinta o posibila limita superioara a mex-ului grupului din care este scos. Astfel,
mex-ul grupului dupa eliminarea unui anumit element dintr-un grup este min(vechiul mex si elementul scos).

In acest mod, este suficient si retinem un singur numir pentru fiecare multime ca si putem rispunde la
toate query-urile. Pentru a efectua comenzile de tip 2 eficient, vom folosi un arbore de intervale de minime
lazy, care va retine pentru fiecare interval updatat valoarea minima a celei mai din stanga multimi cuprinse
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in interiorul nodului. Astfel, cand coboram in arbore pentru a gasi valoarea mex-ului unei anumite
multimi, propagam lazy-ul in ambii fii ai fiecarui nod prin care trecem, in mod asemanator cu o functie de
gradul 1.

Complexitatea finala este O (g*1og (n) ).

Subtask-ul 6 (1000<n<200000, 1000<g<200000, Comenzile de tip 2 sunt ordonate crescitor
dupé val)

Observatia necesara pentru a face acest subtask este cd, daca val este crescator, singura modalitate ca un
interval sa adauge acelasi element in aceeasi multime este ca st-val sa fie egal intre doua comenzi de
tipul 2, adicd pentru toate intervalele care au st-val comun si st este crescator. Aceasta ne permite ca, la
citire, in ordinea data a comenzilor, sa facem toate comenzile de tipul 2 sa adauge numai elemente unice
in multimi, salvand capatul dreapta maxim pentru fiecare multime de intervale cu st-val comun si
modificand update-urile (atat intervalul cat si valoarea lui val) astfel incat ele sa fie disjuncte. Dupa modificarea
intervalelor, subtask-ul 6 devine echivalent cu subtask-ul 5.

Complexitatea finala este O (g*1og (n) ).

Subtask-ul 7 (Fari restrictii suplimentare)

Observatia esentiala pentru a rezolva acest subtask este cd, daca descompunem intervalele date de
comenzile de tip 2 in mai multe intervale disjuncte pentru fiecare st-val, numarul maxim de intervale
rezultate este mai mic sau egal cu 2*t, unde t este cardinalul multimii initiale de intervale. Pentru a
demonstra aceasta afirmatie este suficient sa sesizam ca numarul de capete disjuncte ale intervalelor
initiale se vor regasi in maxim doua intervale finale. Din aceasta rezulta ca numarul de comenzi de tip 2

finale este < 2*xg. In acest mod, problema devine echivalenta cu subtask-ul 5.

Complexitatea finala este 0 (g*1og (n) ).



